ЛЕКЦИЯ 9. λ - критерий Колмогорова-Смирнова, пример использования

λ - критерий Колмогорова-Смирнова
λ-критерий Колмогорова-Смирнова является одним из фундаментальных статистических методов, который используется для проверки гипотез о распределении данных. Этот критерий часто применяется в задачах, где требуется сравнить эмпирическое распределение выборки с теоретическим распределением или для сравнения двух эмпирических распределений. Метод получил своё название благодаря советским математикам Андрею Николаевичу Колмогорову и Николаю Васильевичу Смирнову, которые разработали теоретическую базу данного подхода. В данной лекции мы подробно рассмотрим суть λ-критерия Колмогорова-Смирнова, его математическую основу, применение и интерпретацию результатов.
1. Определение λ-критерия Колмогорова-Смирнова
λ-критерий Колмогорова-Смирнова является непараметрическим тестом, который оценивает, насколько сильно эмпирическое распределение выборки отличается от теоретического распределения или от распределения другой выборки. Критерий основан на расчёте максимальной разницы между кумулятивными частотами данных (функциями распределения).
Основные задачи критерия:
1. Проверка гипотезы о соответствии выборки заданному теоретическому распределению (например, нормальному, равномерному).
2. Сравнение двух выборок для проверки гипотезы о равенстве их распределений.

Назначение критерия
Критерий X предназначен для сопоставления двух распределений:
а) эмпирического с  теоретическим,  например,  равномерным  или
нормальным;
б) одного эмпирического распределения с другими эмпирическим
распределением.
Критерий позволяет найти точку, в которой сумма накопленных расхождений между двумя распределениями является наибольшей, и оценить достоверность этого расхождения.
Описание критерия
Мы сопоставляем сначала частоты по первому разряду, потом по сумме первого и второго разрядов, потом по сумме первого, второго и третьего разрядов и т. д. Таким образом, мы сопоставляем всякий раз накопленные к данному разряду частоты.
Если различия между двумя распределениями существенны, то в какой-то момент разность накопленных частот достигнет критического значения, и мы сможем признать различия статистически достоверными. В формулу критерия λ включается эта разность. Чем больше эмпирическое значение λ, тем более существенны различия.
Гипотезы
Н0: Различия между двумя распределениями недостоверны (судя по точке максимального накопленного расхождения между ними).
H1: Различия между двумя распределениями достоверны (судя по точке максимального накопленного расхождения между ними).

Рассмотрим для иллюстрации распределение желтого (№4) цвета в 8-цветном тесте М. Люшера. Если бы испытуемые случайным образом выбирали цвета, то желтый цвет, так же, как и все остальные, равновероятно мог бы занимать любую из 8-и позиций выбора. На практике, однако, большинство испытуемых помещают этот цвет, "цвет ожидания и надежды" на одну из первых позиций ряда.

Ограничения критерия λ
1. Критерий требует, чтобы выборка была достаточно большой. При сопоставлении двух эмпирических распределений необходимо, чтобы п 1, 2 >50. 

2. Разряды должны быть упорядочены по нарастанию или убыванию какого-либо признака. Они обязательно должны отражать какое-то однонаправленное его изменение. 

Пример  1 Сопоставление  эмпирического   распределения  с теоретическим
В выборке здоровых лиц мужского пола, в возрасте от 19-ти до 22 лет, средний возраст 20 лет, проводился тест Люшера в 8-цветном варианте. Установлено, что желтый цвет предпочитается испытуемыми чаще, чем отвергается. Можно ли утверждать, что распределение желтого цвета по 8-и позициям у здоровых испытуемых отличается от равномерного распределения?

Эмпирические частоты попадания желтого цвета на каждую из 8 позиций (n=102)
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Сформулируем гипотезы.
H0: Эмпирическое распределение желтого цвета по восьми позициям не отличается от равномерного распределения. 
H1:  Эмпирическое распределение желтого цвета по восьми позициям отличается от равномерного распределения.

Теперь приступим к расчетам, постепенно заполняя результатами таблицу расчета критерия  λ.  
Все  операции  лучше  прослеживать  по таблице, тогда они будут более понятными.

Расчет критерия при сопоставлении распределения выборов желтого цвета с равномерным распределением (n=102)
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Занесем в таблицу наименования (номера) разрядов и соответствующие им эмпирические частоты (первый столбец). Затем рассчитаем эмпирические частости f* по формуле: 

f*j = fj /n
где fj - частота попадания желтого цвета на данную позицию;
n - общее количество наблюдений; j - номер позиции по порядку.

Запишем результаты во второй столбец. 
Теперь нам нужно подсчитать накопленные эмпирические частости Σf*. 
Для этого будем суммировать эмпирические частости f*. Например,  для  1-го  разряда  накопленная   эмпирическая  частость  будет равняться эмпирической частости 1-го разряда, Σf*1=0,235.

Для 2-го разряда накопленная эмпирическая частость будет представлять собой сумму эмпирических частостей 1-го и 2-го разрядов: 
Σf*1+2=0,235+0,147=0,382

Для 3-го разряда накопленная эмпирическая частость будет представлять собой сумму эмпирических частостей 1-го, 2-го и 3-го разрядов: 
Σf*1+2+3=0,235+0,147+0,128=0,510
Мы видим, что можно упростить задачу, суммируя накопленную эмпирическую частость предыдущего разряда эмпирической частостью данного разряда, например, для 4-го разряда: 

Σf*1+2+3+4=0,510+0,078=0,588 
Запишем результаты этой работы в третий столбец. 

Теперь нам необходимо сопоставить накопленные эмпирические частости с накопленными теоретическими частостями. Для 1-го разряда теоретическая частость определяется по формуле:
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где k - количество разрядов (в данном случае - позиций цвета).
Для рассматриваемого примера:
f*теор=1/8=0,125

Эта теоретическая частость относится ко всем 8-и разрядам. Действительно, вероятность попадания желтого (или любого другого) цвета на каждую из 8-и позиций при случайном выборе составляет 1/8, т.е. 0,125.

Накопленные теоретические частости для каждого разряда определяем суммированием. Для 1-го разряда накопленная теоретическая частость равна теоретической частости попадания в разряд:
f* т 1=0,125

Для 2-го разряда накопленная теоретическая частость представляет собой сумму теоретических частостей 1-го и 2-го разрядов: f*т 1+2=0,125+0,125=0,250

Для 3-го разряда накопленная теоретическая частость представ
ляет собой сумму накопленной к предыдущему разряду теоретической
частости с теоретической частостью данного разряда:	
f*т 1+2+3=0,250+0,125=0,375	

Можно определить теоретические накопленные частости и путем!
умножения:	
Sf* т j=f* теор j
где f*теор - теоретическая частость; j - порядковый номер разряда.

Занесем рассчитанные накопленные теоретические частости в четвертый столбец таблицы 
Теперь нам осталось вычислить разности между эмпирическими и теоретическими накопленными частостями (столбцы 3-й и 4-й). В пятый столбец записываются абсолютные величины этих разностей, обозначаемые как d.

Определим по столбцу 5, какая из абсолютных величин разности является наибольшей. Она будет называться dmax. В данном случае dmax=0,135.
Теперь нам нужно обратиться к приложению для определения критических значений dmax при n=102.
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Очевидно, что чем больше различаются распределения, тем больше и различия в накопленных частостях. Поэтому нам не составит труда распределить зоны значимости и незначимости по соответствующей оси:
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dэмп=0,135
dэмп=кр.

Ответ: Н0 отвергается при р=0,05. Распределение желтого цвета по восьми позициям отличается от равномерного распределения. 

Пример 2: сопоставление двух эмпирических распределений
Интересно сопоставить данные, полученные в предыдущем примере, с данными обследования X. Кларом 800 испытуемых. X. Кларом было показано, что желтый цвет является единственным цветом, распределение которого по 8 позициям не отличается от равномерного. 
Эмпирические частоты попадания желтого цвета на каждую из 8 позиций в исследовании X. Клара (n=800)
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Сформулируем гипотезы.
Н0: Эмпирические распределения желтого цвета по 8 позициям в отечественной выборке и выборке X. Клара не различаются.
H1: Эмпирические распределения желтого цвета по 8 позициям в отечественной выборке и выборке X. Клара отличаются друг от друга.

Поскольку в данном случае мы будем сопоставлять накопленные эмпирические частости по каждому разряду, теоретические частости нас не интересуют.

Все расчеты будем проводить в таблице по алгоритму 2.
Последовательность выборок может быть выбрана произвольно, так как расхождения между ними оцениваются по абсолютной величине разностей. В нашем случае первой будем считать отечественную выборку, второй - выборку Клара.

Расчет критерия при сопоставлении эмпирических распределений желтого цвета в отечественной выборке (n1=102) и выборке Клара (n2=800)
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Максимальная   разность   между   накопленными   эмпирическими частостями составляет 0,118 и падает на второй разряд.
В соответствии с пунктом 8 алгоритма подсчитаем значение:


По приложению определяем уровень статистической значимости полученного значения: р=0,16
Построим для наглядности ось значимости.
[image: ]
На оси указаны критические значения λ, соответствующие принятым уровням значимости: λ0,05=1,36,  λ0,01=1,63.
Зона значимости простирается вправо, от 1,63 и далее, а зона незначимости - влево, от 1,36 к меньшим значениям.
λэмп>λкр
Ответ: Н0 принимается. Эмпирические распределения желтого цвета по 8 позициям в отечественной выборке и выборке X. Клара совпадают. Таким образом, распределения желтого цвета в двух выборках не различаются, но в то же время они по-разному соотносятся с равномерным распределением: у Клара отличий от равномерного распределения не обнаружено, а в отечественной выборке различия обнаружены (ρ<0,05). 
АЛГОРИТМ 1
Расчет абсолютной величины разности d между эмпирическим и равномерным распределениями
1. Занести в таблицу наименования разрядов и соответствующие им
эмпирические частоты (первый столбец).
2. Подсчитать  относительные  эмпирические частоты  (частости)  для
каждого разряда по формуле:
f*эмп=fэмп/n
где fэмп - эмпирическая частота по данному разряду;
п - общее количество наблюдений. Занести результаты во второй столбец.
3. Подсчитать накопленные эмпирические частости Σf*j по формуле:
где Σf*j=Σf*j-1+f*j - частость, накопленная на предыдущих разрядах; j - порядковый номер разряда; f*j- эмпирическая частость данного /-го разряда. Занести результаты в третий столбец таблицы.
4. Подсчитать накопленные теоретические частости для каждого раз
ряда по формуле:
Σf*т j=Σf*Т j-1+f*т j где Σf*т j-1 - теоретическая частость, накопленная на предыдущих
разрядах;
j - порядковый номер разряда;
f*т j - теоретическая частость данного разряда. Занести результаты в третий столбец таблицы.
5. Вычислить разности между эмпирическими и теоретическими нако
пленными частостями по каждому разряду (между значениями 3-го
и 4-го столбцов).
6. Записать в пятый столбец абсолютные величины полученных раз
ностей, без их знака. Обозначить их как d.
7. Определить по пятому столбцу наибольшую абсолютную величину
разности - dmax.
8. По таблице определить или рассчитать критические
значения dmax для данного количества наблюдений n.
Если  dmax равно  критическому значению  d или  превышает его, различия между распределениями достоверны.

















АЛГОРИТМ 2
Расчет критерия λ при сопоставлении двух эмпирических распределений
1. Занести в таблицу наименования разрядов и соответствующие им эмпирические
частоты, полученные в распределении 1 (первый столбец) и в распределении 2
(второй столбец).
2. Подсчитать эмпирические частости по каждому разряду для распределения 1
по формуле:
f*э=fэ/n1
где  fэ - эмпирическая частота в данном разряде;
	п1 - количество наблюдений в выборке. Занести эмпирические частости распределения 1 в третий столбец.
3. Подсчитать эмпирические частости по каждому разряду для распределения 2
по формуле: 
f*э=fэ/n2
где fэ - эмпирическая частота в данном разряде; 
	n2 - количество наблюдений во 2-й выборке. 
Занести эмпирические частости распределения 2 в четвертый столбец таблицы.
4. Подсчитать накопленные эмпирические частости для распределения 1 по формуле:


где Σf*j-1 - частость, накопленная на предыдущих разрядах; 
j - порядковый номер разряда; 
f*j-1- частость данного разряда. 
Полученные результаты записать в пятый столбец.
5. Подсчитать накопленные эмпирические частости для распределения 2 по той
же формуле и записать результат в шестой столбец.
6. Подсчитать разности между накопленными частостями по каждому разряду.
Записать в седьмой столбец абсолютные величины разностей, без их знака.
Обозначить их как d.
7. Определить по седьмому столбцу наибольшую абсолютную величину разности
8. Подсчитать значение критерия λ по формуле:
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где п1 - количество наблюдений в первой выборке; 
n2 - количество наблюдений во второй выборке.
9. По таблице определить, какому уровню статистической зна-
чимости соответствует полученное значение λ.
Если λэмп>1,36, различия между распределениями достоверны.










Таблица. Критические значения dmax, соответствующие уровням статистической значимости р≤0,05 и р≤0,01 при сопоставлении эмпирического распределения с теоретическим 
	п
	Максимальный модуль разности накопленных частостей dmax,
	п
	Максимальный модуль разности накопленных частостей dmax

	

	р=0,05
	Р=0,01
	

	Р=0,05
	р=0,01

	5
	0,6074
	0,7279
	50
	0,1921
	0,2302

	10
	0,4295
	0,5147
	60
	0,1753
	0,2101

	15
	0.3507
	0,4202
	70
	0,1623
	0,1945

	20
	0,3037
	0,3639
	80
	0,1518
	0,1820

	25
	0,2716
	0,3255
	90
	0,1432
	

	30
	0,2480
	0,2972
	100
	0,1358
	

	40
	0,2147
	0,2574
	>10С
	1,36
	1,63
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